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Penser par imzzges
avec Italo Calvino

Par Jean Tain

uelle différence v a til entre I'expérience de pensée

scientifique et la fiction littéraire ? L'expérience de

pensée vient généralement combler un manque: on
construit un scénario parce qu'on ne peut s'appuyer sur une
expérience réelle ou parce qu'on envisage des cas limites. Elle a
le plus souvent une fonction bien déterminée dans une
argumentation : figurer une théorie a posteriori, projeter ou
préparer une hypothése a priori. 11 serait donc abusif de
conférer en général une telle fonction aux expériences
imaginaires proposées par la littérature.

Mais la fiction peut mimer la logique des expériences
de pensée scientifiques et en tirer un bénéfice méthodologique
qui dépasse le cadre littéraire. Dans ses Legons américaines,
Calvino distingue dans son travail I'imagination littéraire d'unc
démarche plus expérimentale. Le baron perché est le
développement des « potentialités implicites » de I'image d'un
garcon grimpé sur un arbre
passant ensuite de branche en
branche. A partir des images,
I'écriture  prend le relais,
oriente le développement
imaginaire et ainsi de suite.

C'est a propos de
ses _osmicomics que
Calvino rapproche son jeu
littéraire de I'expérience de
pensée. D'abord parce que
ses nouvelles se développent a
partir d'un énoncé
scientifique, ensuite parce
que Calvino considere que
«le recours au visuel » lui a
permis de «trancher des
situations dont ni les
conjectures de la pensée, ni les ressources du langage ne
sauraient venir a bout. »

Non seulement les conjectures scientifiques
n'éliminent pas notre besoin de mythes mais elles stimulent
«I'imagination figurative» en lancant des défis a la
représentation verbale. Par exemple, la nouvelle « T'out en un
point » part dune conséquence de la loi de Hubble mettant en
rapport la vitesse d'¢loignement d'une galaxie avec sa distance :
«on peut établir le moment ou toute la matiere de 1'univers
était encore concentrée en un seul point ».

Comme ce point de départ n'est justement pas pris
comme une image, les voix qui dialoguent dans la nouvelle sont
obligées de réviser le sens de leurs mots. Qfwfq, le narrateur,
avoue que «serrés comme des sardines » ne peut étre qu'une
image puisqu'«il n'y avait méme pas d'espace pour nous y
serrer ». Il reste sceptique quand on lui soutient que la famille
Z'7u peut étre dite «immigrée » dans 1' «acception pure » du
terme, en dépit du fait qu'il n'y a ni ailleurs ni avant d'ou 1'on
puisse ¢migrer. Mais confondre la raison avec l'assignation
d'«acceptions pures » serait nier l'importance du contexte et

des images implicites dans la constitution du sens. En
conservant la logique de la loi scientifique, grace a la rationalit¢
du récit fantastique, Calvino fait voir plus nettement encore les
micro-images qui composent notre langage.

La forme de l'expérience de pensée permet donc de
tester notre imagination et nos intuitions sémantiques. Mais
s'agit-il encore d'une expérience ? La notion élaborée par le
physicien et philosophe autrichien Mach a été critiquée en ce
sens par Ludwig Wittgenstein : « Ce que Mach appelle une
expérience de pensée n'est naturellement pas une expérience.
Au fond c'est une considération grammaticale.» (1) Pour
I'écriture des Cosmicomics, on peut continuer a parler
d'expérience car les considérations sur le sens des expressions
et des concepts sont matérialisées par une « mise en mots » qui
procede comme un test : « a partir du moment ou je commence
anoircir du papier, c'est le mot écrit qui compte ».

Ces nouvelles de
science-poésiec ne sont pas
pour autant un exercice

gratuit. Calvino défend 1'idée
que «toute forme de

connaissance » doit disposer a

la «Visibilité », c'est-a-dire a

«penser par images». Selon

lui, la littérature et la science

du XXI siecle peuvent et
doivent exercer les valeurs de
l'inventivité visuelle face a la
production industrielle et
médiatique des images. Il ne
s'agit pas de prendre cette

« pédagogie de l'imagination »

pour un contenu de

connaissances mais de
s'émanciper grace a la science et a la fiction d'une trop grande
confiance dans I'uniformité des représentations.

Jean Tain

(1) Nachlass, The Bergen Electronic edition, 1907, pp. 284-285.
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L expérience de pensée, un modéle pour Iexpérience ?

Par Julien Sazadaly

1 est facile de savoir ce quest un théoricien : c'est celui qui

ne fait pas dexpériences. En revanche, savoir qui est

expérimentateur ou qui ne l'est pas est tache bien ardue »,
nous disait un professeur du laboratoire de physique Kastler-
Brossel. En effet, la frontiére entre théorie et expérience
scientifique est souvent difficile a tracer. Une majorité de
physiciens concoit des expériences de pensée en gardant une
mainmise sur la théorie.

La premiere difficulté d'un chercheur en physique
théorique sera d'admettre la non unicité de la théorie. Ainsi,
étre théoricien ne suffit pas a définir une pratique dans la
physique actuelle. On peut tout aussi bien ceuvrer en physique
des hautes ¢nergies que contribuer a la mécanique des fluides
ou encore a loptique quantique. On pourra envisager une
approche mathématique de cette physique (théorie de
Iélasticité), voire une axiomatisation complete (théorie de la
relativité), mais il sera souvent nécessaire dimaginer des
chemins alternatifs et de proposer des solutions plus ou moins
approchées a des problemes apparemment insolubles. Cela
ressemblera a une expérience
qui ne pourrait étre réalisée
directement. On peut l'appeler
expérience de pensée.

Quelques expériences de
pensée historiques

L'expérience de pensée nexclut pas le travail
calculatoire en physique. De fait, le but de la physique n'est pas
seulement dobserver un phénomene, mais aussi de le
quantifier et le comprendre. Il est donc nécessaire que
I'anticipation de cette intelligibilité produise des résultats clairs
et chiffrés. Mais l'expérience de pensée physique est plus
ancienne que la conception mathématique moderne qui
commence avec Newton et Leibniz.

On peut prendre pour exemple la poussée
d’Archimede. Archimeéde (II' siecle av. J.-C.), ingénieur,
physicien et mathématicien de Syracuse a rédigé un traité sur
les corps flottants, dans lequel il affirme le fait suivant: tout
corps plongé dans un fluide subit une force, opposée a la
verticale descendante, et égale au poids de fluide déplacé.
Lorsquil est énoncé, ce théoréme n'est pas accompagné d'une
démonstration, c'est une simple constatation, il n'est démontré
que par l'expérience.

Au XVI siecle, le théoreme est démontré en
supposant implicitement le principe d'inertie, plus tard postulé
par Newton, grace a lexpérience de pensée qui suit:
délimitons par la pensée un volume de fluide donné;; il est a
Iéquilibre, donc la force qu'il subit est égale a son poids et de
sens opposé. Retirons maintenant ce volume de fluide et
placons un objet dont la forme correspond en tout point. Il
subit, de la part du fluide extérieur, une force qui a de bonnes
raisons détre égale a la force exprimée sur I'ancien volume,

« Avec les immenses progres de la
mathématisation au XVII®, on
axiomatise la physique, on banalise lieu
I'usage du calcul infinitésimal, mais on
ne renonce pas, en pratique, a
I'expérience de pensée. »

c'est-a-dire le poids de ce dernier. La force ainsi obtenue se
nomme poussée d'Archimede.

On peut penser aussi aux lois de Descartes, obtenues
par le savant Ibn Sahl (X si¢cle), mathématicien persan a la
cour de Bagdad. Quelques constatations géométriques Iui ont
donné la certitude dune loi de la réfraction, sans toutefois
fournir une compréhension physique du phénomene. Il ne
mentionne pas l'indice optique c'est-a-dire le rapport entre la
vitesse de la lumiere dans le vide et sa vitesse dans le milieu
considéré. Cette loi ayant été¢ démontrée plusieurs siecles plus
tard, on peut penser que cest une intuition géométrique qui a
mené le savant a sa découverte.

Avec les immenses progres de la mathématisation au
XVII, on axiomatise la physique (les trois lois de Newton,
dont le principe d'inertie), on banalise Tusage du calcul
infinitésimal, mais on ne renonce pas, en pratique, a
lI'expérience de pensée. Newton voulant calculer la vitesse des
vagues en fonction de leur longueur donde les compare a des
modeles de ressorts, qui donnent, apres quelques caleuls, une
trées bonne estimation de la
vitesse de la houle.

L'expérience de pensée
peut étre aussi, bien entendu, le
d'erreurs. Russell,
mathématicien et ingénieur naval
écossais, a rapporté la formation
dune vague solitaire (soliton)
dans le Canal de I'Union, reliant
Edimbourg a Forth-Clyde. En
1834, lorsquiil fait part de sa découverte a la Royal Society, il est
moqué par ses pairs et ceux-ci rejettent ses résultats par des
calculs dont les parametres étaient idéalisés. Pourtant,
I'hydraulicien francais Joseph Boussinesq (1842-1929) observera
des failles dans ces propositions et confirmera de maniére
rigoureuse l'existence de ce soliton.

Par ailleurs, la grande complexité des équations de la
mécanique des fluides incite a projeter des expériences de
pensée qui se couplent a la théorie en formant une « théorie de
l'analyse dimensionnelle » : il sagit de calculer des ordres de
grandeur, en utilisant une certaine forme diintuition physique
et en sappuyant sur des équations connues. On estime par
exemple la taille typique d'un écoulement, sa vitesse typique, sa
masse volumique et cela donne de maniére assez réaliste la
nature de ce dernier et informe sur sa régularit¢ ou non.

Mais cest l'avenement de la mécanique quantique qui
a fortement relancé 1'usage des expériences de pensée. Cette
physique de base destinée a expliquer la forme de 'atome a été
complétement axiomatisée a partir des années 1930. C'est une
théorie bien établie mathématiquement mais Texpérience y
semble proscrite. Il est non seulement difficile de tester la
mécanique quantique, mais il est aussi tres difficile de
concevoir — penser et préparer — les expériences nécessaires.
On a d'abord pensé que I'échelle quantique était inaccessible a
l'observation. Clest donc limagination qui a contribu¢ a
formuler des paradoxes en s'appuyant sur la théorie.
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Les limites de l'expérience de pensée

La difficult¢ inhérente a I'expérience factuelle est
qu'elle décrit sans d'abord expliquer. LLa géométrie n'explique
pas, par exemple, la physique. On ne peut ainsi, sans postulat
supplémentaire connaitre avec précision les lois de Descartes.
C'est Pierre de Fermat qui les a fondées physiquement en liant
lindice optique a la vitesse de la lumiére dans un milieu
matériel en partant de l'axiome suivant : « Dieu nous envoie la
lumicre par le plus court chemin ». Iexpérience premiere peut
¢étre vraie mais la difficulté est d'en décider a priori. Pour cela, il
est néeessaire davoir recours a des théories axiomatisées,
acceptées et controlées par la communauté scientifique.

On peut donc distinguer un second type
d'expériences. L'expérience qu'on peut appeler «induite» se
forme a partir de lois et de concepts déja posés. Ici encore, une
expérience peut étre erronée pour plusieurs raisons : une erreur
dinterprétation des lois déja existantes, par exemple lors de la
polémique du soliton de 1834 oti les expériences de pensées des
différents savants se contredisaient. Il peut aussi y avoir des
erreurs par approximation. Les nombres définis par expérience
de pensée peuvent conduire a des équations qui ne donnent
pas les solutions attendues dun point de vue expérimental.
Enfin, il existe une possibilit¢ derreur de modélisation.
Lexpérience de pensée trouve donc ses limites lorsqu'un

« La dialectique des modc¢les et de
l'observation tire ainsi son dynamisme
de certaines audaces théoriques dont
I'expérience de pensée est un des
modes. »

modecle s¢loigne de la réalité. Il faut alors reconstruire ce
dernier, sur lequel vivront un certain nombre de projets et
d'expériences. On notera ici que la théorie « pure », c'est-a-dire
mathématisée, est un support nécessaire a l'expérience de
pensée: clle fixe les limites des modeles et la marge
d'imagination du chercheur.

Proposons pour finir une distinction entre
I'hypothese et I'expérience de pensée. L'hypothese peut étre
représentée par une expérience pensée mais on peut aussi
partir de présupposés formels, mathématiques entre autres. En
ce sens, lexpérience de pensée est une forme d'hypothése-
limite, qui permet d'élaborer les hypotheses néeessaires au
travail expérimental.

Il y a donc plusieurs aspects dans I'élaboration d'une
théorie. On commence par lintuition, physique ou
géométrique, qu'on révise par lexpérience et par
I'axiomatisation, c'est-a-dire la définition d'un ensemble de
régles. A partir de 1a, on peut utiliser I'imagination de maniere
opératoire en proposant des expériences de pensée. La
dialectique des modeles et de I'observation tire ainsi son
dynamisme de certaines audaces théoriques dont I'expérience
de pensée est un des modes.

Julien Sazadaly

Joseph Mallord William Turner, Representation of a Globe in
Perspective (d'apres Thomas Malton Senior) c.1810, Tate
Britain.



Interphase — N°1 — Juin 2014 15

Chimiste aujourd hui

Par Valérie-Anne Ramis Cladera

omme toute science, la chimie est issue de I'expérience.

Celle-ci peut étre fortuite ou réfléchie.

La vision populaire actuelle du chimiste est celle du
savant fou dans son laboratoire. II suffit de regarder ce qu'on
propose aux enfants: « Le Petit Chimiste », dans lequel on
peut faire des expériences spectaculaires sans véritablement
comprendre ce quil se passe. Méme si ce jeu permet de
développer un véritable intérét et un engouement pour les
sciences (notons ici que je ne cherche en rien a le critiquer), il
contribue a une vision fausse et répandue quon peut se faire
d’un chimiste. Les media y participent également au travers de
bandes dessinées (« Les Profs »), de films ou encore de séries
télévisées comme «Breaking Bad», qui plus est tres
populaires. Dans ce premier exemple, nous faisons face au
cliché parfait du chimiste. Dans son indémodable blouse
blanche, le chimiste doit étre un
homme assez agé, dont tous les
produits explosent tot ou tard, cest
pourquoi il est décoiffé, avec des
cheveux assez sales en général. De
plus, ici, il sappelle Albert, alias
« Mister Boum », ce surnom parle
de lui-méme... Dans la série citée
en exemple, on est loin de limage
archaique du chimiste. Cependant,
on reste assez distant des sciences
car le héros est un ancien professeur de chimie tres qualifié qui
doit appliquer son savoir-faire lors de scenes assez périlleuses.
Méme si la théorie a des fonds véridiques, les problemes liés
aux expériences ne sont pas traités, ce qui donne des résultats
assez spectaculaires (aberrants en pratique) et contribue a la
fiction de cette série.

Effectivement, la chimie sait étre spectaculaire et
dangereuse. Des explosions peuvent voir lieu ou, du moins, les
produits manipulés peuvent étre
assez. dangereux. Cependant,
clle a ¢t¢ trop longtemps
considérée a tort comme science
«vulgaire », en opposition aux
sciences « nobles » que sont les
mathématiques ou la physique.

Or, il n'en est rien.

Cette image de la chimie, présente dans l'esprit d'un
grand nombre d'individus, provient de son passé alchimique,
de cet art caché, révélé aux initiés, mais qui alimentait
limagination et la fascination du peuple. Il serait dailleurs
intéressant de voir combien limage de Tlalchimiste est
confondue avec celle de chimiste dans T'esprit de la plupart des
hommes. Maintenant, elle devrait pouvoir trouver sa juste
place.

Avez-vous dé¢ja fait la recherche «chimiste» sur
Google ? Les images sont significatives. On voit quelques
dessins de laborantins manipulant de la verrerie avec un
contenu tres coloré, mais on remarque surtout le grand
nombre de caricatures de personnages euphoriques devant les
différents produits quils vont mélanger. Ce nest qu'en

« La chimie a été trop longtemps
considérée a tort comme science
« vulgaire », en opposition aux
sciences « nobles » que sont les
mathématiques ou la physique. »

cherchant avec insistance quon finit par tomber sur une image
de Mendeleiev ou de Pasteur. Ce n'est aucunement le cas pour
les recherches « mathématicien » ou «physicien ». Il vous est
facile de le voir par vous-méme. On obtient en tres grande
majorit¢ des images de grands savants tels que Newton,
Einstein ou encore Cédric Villani...

Malheureusement, nous
nmavons pas de grande figure tres
populaire en chimie. Pasteur pourrait en
étre une, mais il est bien trop souvent
considéré a tort comme un médecin.
Marie Curie, dorigine polonaise, et
enterrée  au  Panthéon,  connait b
¢galement une tres grande renommée. i
Cependant, elle est associée a la 1 i f h
radioactivit¢, domaine généralement ‘
inquiétant. (Pour ceux qui voudraient se plonger dans l'univers
ct dans les découvertes de cette grande chimiste, notons que le
Musée Curie se situe a deux pas de I'Ecole normale supérieure,
aI'Institut Curie, rue Pierre-ct-Marie-Curie.)

Ceci ¢étant, la chimie est une science, certes
expérimentale, dont Texpérience n'est qu'une étape secondaire
issue, au préalable, dun enchainement logique. La réflexion,
souvent basée sur la théorie proposée par nos peres, est une
étape primordiale anticipant toute expérience chimique. La
manipulation reste alors I'unique moyen véridique de vérifier si
nos prévisions sont justes, lopérateur étant a tout moment
conscient de ses erreurs de manipulations, de ses
approximations et de ses hypothéses. Son travail est donc celui
d’un penseur et dun expérimentateur. Il est la téte qui réfléchit
et la main qui vérifie. Il sait les risques et les dangers qu'il
encourt. Mais, il cherche avant tout a faire avancer la
connaissance de 'Homme, grace a des domaines proches de la
biologie, comme la biochimie, et
découvre  parfois la nature
«moléculaire » et le
comportement du monde dans
lequel il vit.

Cependant, THomme
nest pas omniscient et ne saurait
controler tout ce quil fait.
Comme tout individu, il fait des erreurs. Mais, il se doit, sil en
est conscient, de les comprendre, de les noter (dans un cahier
de laboratoire par exemple) et de les transmettre.

Ainsi, sans relache, un chimiste se doit de respecter sa
pensée en suivant un protocole clair, logique, structuré et
précis. I se doit également de protéger la nature dans laquelle
il vit pour ne pas la détériorer. C'est pourquoi, la chimie verte a
vu le jour (lancée au début des années 9o). Cette exigence est
d'autant plus fondamentale que la nature reste maitresse de
l'issue de nos recherches.

Valérie-Anne Ramis Cladera
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La justice et lespace, deux expériences de pensée

Platon (427-347 av. J.-C.)
Le mythe de I'anneau de Gygés

GLAUCON — Or, que ceux qui pratiquent la justice la pratiquent de mauvais gré, par incapacité a commettre linjustice, nous
pourrions le percevoir le mieux si par la pensée nous réalisions ce qui suit: nous donnerions a chacun des deux, a Thomme juste
comme a l'injuste, licence de faire tout ce quiil peut vouloir, puis nous les suivrions, pour observer ot son désir poussera chacun d'eux.
Et alors nous pourrions prendre 'homme juste sur le fait, en train d’aller dans la méme direction que 'homme injuste, poussé par son
envie d'avoir plus que les autres : cest la ce que chaque nature est née pour poursuivre comme un bien, alors que par la loi elle est
menée, de force, a estimer ce qui est égal. La licence dont je parle serait réalisée au plus haut point, si ces deux hommes recevaient un
pouvoir tel que celui que, dit-on, recut jadis I'ancétre de Gyges le Lydien. On dit en effet qu'il ¢tait berger, aux gages de celui qui alors
dirigeait la Lydie ; et quaprés quune forte pluie se fut abattue, causant un glissement de terrain, un endroit de la terre se déchira et
que souvrit une béance dans le lieu ou il faisait paitre. La voyant, il sémerveilla, et y descendit; et il y aurait vu, parmi d'autres
merveilles que rapporte Thistoire, un cheval de bronze évidé, percé d'ouvertures. S'y penchant, il aurait vu que sy trouvait un cadavre,
apparemment plus grand que n‘aurait été un homme, et qui ne portait rien, si ce n'est, a la main, une bague en or. Il sen serait emparé,
et serait ressorti. Or, comme avait lieu le rassemblement habituel aux bergers, destiné a rapporter chaque mois au roi I'état des
troupeauyx, lui aussi y serait venu, portant la bague en question. Sétant assis avec les autres, il aurait tourné par hasard le chaton de la
bague vers lui-méme, vers lintérieur de sa main, et des lors serait devenu invisible pour ceux qui siégeaient a coté de lui, et qui
dialoguaient a son sujet comme sil avait été parti. Il sen serait émerveillé, et manipulant la bague en sens inverse, aurait tourné le
chaton vers l'extérieur, et une fois le chaton tourné, il serait redevenu visible. Ayant compris cela, il aurait mis la bague a I'épreuve pour
voir si elle avait réellement ce pouvoir, et la méme chose Iui serait "arrivée : en tournant le chaton vers lintérieur il devenait invisible,
vers l'extérieur, visible. Dés quiil sen serait apercu, il aurait fait en sorte d'étre parmi les messagers qui allaient aupres du roi, et une fois
la-bas, ayant commis l'adultere avec la femme du roi, aurait comploté avec elle pour tuer le roi et ainsi semparer du pouvoir. Eh bien
donc, sl existait deux bagues de ce genre, et que 'homme juste en enfile I'une, 'homme injuste l'autre, il ny aurait personne,
semblerait-il, qui aurait un caractere dacier assez indomptable pour persister dans la justice, avoir le coeur de sabstenir de ce qui est a
autrui, et de ne pas y toucher ; cest quil lui serait possible de prendre ce qu'il voudrait, sans crainte, y compris sur la place publique, de
pénétrer dans cf les maisons pour sunir a qui il voudrait, de tuer ou de délivrer de leurs liens ceux quiil voudrait, et d'agir a I'avenant
parmi les hommes, étant égal d'un dieu. Celui qui en profiterait ne ferait rien de différent de 'homme injuste : I'un et l'autre iraient
dans la méme direction. A coup siir on pourrait affirmer avoir Ia une preuve éclatante que personne nest juste de son plein gré, mais
parce quil y est contraint, persuadé que cela n'est pas un bien pour soi personnellement ; puisque chaque fois que quelqu’un croit quiil
sera en mesure de commettre une injustice, il la commet. C’est que chaque homme croit que l'injustice lui rapporte personnellement
beaucoup plus que la justice, et ce quil croit 1a est vrai, affirmera celui qui parle en ce sens. Car si quelquun, qui savisait dune telle
possibilité, ne consentait a commettre aucune injustice et ne touchait a rien de ce qui est a autrui, il passerait, aux yeux de ceux qui sen
rendraient compte, pour 'homme le plus a plaindre et le plus dépourvu d'intelligence ; ils feraient néanmoins son éloge les uns devant
les autres, pour se tromper mutuellement, par peur de subir l'injustice. Sur ce point, voila ce qui en est.

Platon, République, 11, 359c-360d, traduction Emile Chambry

Lucréce (v.91-55 av. J.-C)
L'espace infini et Ia fléche ailée

"T'u sais déja que les éléments de la maticre sont solides, et voltigent éternellement, sans ¢tre vaincus par les ages: examinons
a présent si la somme des atomes est bornée ou infinie; voyons de méme si le vide que nous avons trouvé dans la nature, c'est-a-dire le
lieu ou espace au sein duquel les corps agissent, est terminé de toutes parts, ou s'il a une étendue et une profondeur immenses.

Le grand tout ne se termine dans aucun sens; car autrement il aurait une extrémité. Mais un corps ne peut en avoir, je pense,
si on voit au-dela quelque chose qui le limite, et qui empéche la vue de passer outre. Or, puisqu'il faut avouer que rien n'existe au-dela
du monde, le monde n'a donc aucune extrémité, et par conséquent il n'a ni fin ni mesure. Peu importent les régions ou tu es placé :
quelque lieu que tu occupes, un espace sans bornes te restera ouvert en tous sens. En supposant méme que le grand tout finisse, si un
homme va se placer au bout du monde, comme le dernier point de ses derniéres limites, et que de 1a il jette une fleche ailée ; lequel
aimes-tu mieux, ou que le trait, lancé avec force, aille Ia ot il a été envoyé, et vole au loin; ou que je ne sais quoi l'arréte, et lui fasse
obstacle? Car il faut choisir; et, quelque parti que tu prennes, tu ne peux nous échapper, et tu es réduit a accorder au monde une
étendue infinie. En effet, soit que la fleche, arrétée par un obstacle, ne puisse achever sa course et atteindre le but, soit qu'elle passe
outre, elle ne part pas de I'extrémité du monde. Je te poursuivrai ainsi; et, dans quelque lieu que tu fixes des bornes, je te demanderai
ce qui arrivera a la fleche. Il arrivera que, pour lui faire place, les bornes reculeront, et le monde se prolongera sans cesse.

Lucrece, De la nature des choscs, 1, 951-983, traduction Nisard, Paris, 1857
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Mathématiques et expérience : ontologie et humanité des
mathématiques

Par Florian Reverchon

a notion d’expérience est généralement pensée dans sa
référence au monde ordinaire. Elle est dailleurs
couramment opposée a lautre volet de la réflexion
scientifique, la théorie, quelle doit, dans l'approche classique,
confirmer, voire susciter. Dans la langue, le terme
«empirique», qui nest autre que [ladjectif grec pour
«expérimental », est pratiquement synonyme de «sensible »,
ainsi, le monde empirique est-il exactement le monde ordinaire
dans lequel nous évoluons. L.e mot «expérience » est issu du
latin « experiri», lui-méme formé du préfixe ex- et de I'adjectif
« peritus» (habile a...), lequel se rattache au grec peira, et a la
racine indo-européenne per- (aller de I'avant). Si bien que le
terme lui-méme ne contient, en réalité, rien qui le lie
nécessairement 4 ce quon peut éprouver, ce quon peut sentir,
le plan du vécu. Il comporte au contraire l'idée d'investigation,
de quéte, et, in fine, se rattache inévitablement a une pratique
humaine. Il traduit donc un mouvement, et méme, en un sens,
un effort, qui implique profondément celui qui l'accomplit.
L'expérience, comme démarche épistémique, est aussi une
mise a ['épreuve, mise a Iépreuve de la pensée, qui doit pouvoir
sappliquer dans un plan donné possédant ses propres regles.
Nous tenterons dans cet article de montrer en quoi
les mathématiques peuvent étre vues comme un ensemble de
démarches expérimentales, et de donner une lecture de la
notion d'expérience mathématique a travers le prisme que nous
avons défini. Nous avons lespoir que ce prisme sera
suffisamment réfractant pour rendre compte de toutes les
nuances, toutes les subtilités de la pratique mathématique, et
quil permettra de lui redonner la dimension humaine sans
laquelle nous croyons quelle ne peut étre envisagée.

Procédés d’expérimentation mathématique

LLe monde sensible est un moteur important de
développement des mathématiques. Et cela se vérifie des les
origines. N'oublions pas que les nombres ont été inventés pour
les besoins du commerce — il fallait compter le bétail, et les
grains qui servaient de monnaic déchange — et que la
géométrie fut longtemps étudiée, et développée, par les seuls
arpenteurs qui devaient calculer les surfaces des parcelles
agricoles. Ce sont méme les nécessités de la vie économique
qui ont conduit les hommes a faire preuve dabstraction en
posant les premiers jalons de ce qui donnerait naissance aux
mathématiques. Ainsi, compter les grains en vue d'un échange,
puis se servir de ces grains comme simples intermédiaires pour
le commerce (cest-a-dire indépendamment de leurs autres
vertus, alimentaires, par exemple), cest déja les considérer
comme des unités, entités abstraites indéterminées dont la
répétition, comme au livre VII des Eléments (1), engendre le
nombre. Lactivit¢ humaine, méme ¢loignée des spéculations
théoriques des savants, implique donc des procédés mentaux

\ \

analogues a ceux qui servent de fondement a Tactivité

mathématique.

[étude de la nature est aussi féconde. Certains pans
des mathématiques ont été développés pour répondre aux
besoins de la physique, pour systématiser, énoncer sous forme
de lois quantitatives, les constatations expérimentales des
physiciens, et offrent a ces derniers la possibilité, ces lois étant
formulées, deffectuer des calculs et raisonnements
mathématiques qui ont un rapport immédiat au concret. Cest
ainsi que se développa le calcul vectoriel au XVII- siecle,
comme moyen dexpression naturel des lois de la dynamique
newtonienne. Linteraction peut méme étre trés complexe.
L’analyse de Fourier, par exemple, est née a partir des
expériences de d'’Alembert puis Fourier sur la propagation des
ondes, et du fait, bien connu des musiciens, que toute onde
sonore périodique peut étre obtenue en superposant des ondes
élémentaires, la fondamentale et les harmoniques. Cette simple
découverte empirique a conduit les mathématiciens du XIX
siecle, Fourier et Dirichlet principalement, a prouver que toute
fonction périodique se décompose en somme de fonctions
périodiques élémentaires, a étudier ces décompositions, et a
formuler des résultats qui, simultanément, enrichissaient les
recherches des physiciens, et simplifiaient la preuve d'autres
propositions mathématiques, dans le cadre dautres théories.
Ainsi, il semble que les mathématiques parlent du monde,
quelles font parler le monde, mais aussi, dans un mouvement
inverse, que le monde nous parle de mathématiques !

Le role de lexpérience sensible dans la création
mathématique apparait peut-étre encore plus flagrant en
géométrie, comme le suggere Iétymologic de ce mot (yf}, la
terre, et pétpov, la mesure). Tout concourt, dans la géométrie
euclidienne, de T'utilisation de figures pour raisonner a I'emploi
d’un vocabulaire « empirique » (une droite est ce qui est droit,
une médiatrice, ce qui coupe en deux), en passant par des
définitions quasi empiriques (2), a en faire une science calquée
sur lexpérience directe. Les propriétés que possedent ces
objets géométriques sont elles-mémes des évidences sensibles,
certaines posées comme axiomes, comme la demande de
pouvoir « conduire une droite d'un point quelconque a un point
quelconque » (3) ou encore 'axiome « le tout est plus grand que
sa partie » (4). Le texte d'Euclide donne méme, dans certains
passages, corps aux objets géométriques, notamment dans les
démonstrations du premier livre, tout particulierement celle du
premier cas d’égalité des triangles, pour laquelle le lecteur est
prié de faire en pensée se déplacer un triangle sur un autre (5).
Les interpretes se sont donné beaucoup de peine pour
comprendre et valider cette démonstration, puisquil est de
coutume de rejeter le mouvement en géométrie. Les points ne
sont pas des objets physiques que I'on peut déplacer ; si, du
moins, il est possible de le faire mentalement, il faut y voir la
une commodité pour la réflexion et une simple analogie. Le
plan n'est pas un support sur lequel reposent les points, mais il
est exactement l'ensemble de ses points. Longtemps, les cas
d¢galit¢ des triangles ont ¢té enseignés aux collégiens qui
apprenaient les bases du raisonnement géométrique. Ils
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donnaient lieu a des activités de découpage pour persuader les
éleves de la véracité de ces propositions. Cet usage sest perdu
aujourd’hui, mais beaucoup le déplorent (6). Pour introduire ce
qu'on considére généralement comme une activité de la raison
pure, il a longtemps semblé indispensable deffectuer des
manipulations au moins concomitamment avec des
raisonnements. l.e vocabulaire, celui d’Euclide ou des
géometres modernes, qui parlent de triangles superposables,
de lieux géométriques, de rotations, entérine cette référence a
lIexpérience empirique. Nous montrerons quon aurait tort dy
voir une concession logique a la commodité¢ pédagogique, mais
au contraire, que cest une manifestation de la complexité et de
la richesse des mathématiques.

L'expérience sensible, telle que nous I'avons envisagée
jusqua présent, est antécédente a la pratique mathématique : le
mathématicien vit dans le monde, une multiplicit¢é de
phénomenes désordonnées soffrent a lui, cest I'expérience, et
cette expérience sert la raison. La pratique mathématique
comporte  toutefois en elleméme des  dimensions
expérimentales.

Le formalisme mathématique moderne, la volonté de
constituer une sorte de langage fait de signes, tout a fait adapt¢
aux usages du mathématicien, et débarrassé de toutes les
ambiguités introduites par la référence, ne serait-elle que
sémantique, au sensible, peut apparaitre comme une tentative
de «purification » des mathématiques, daffranchissement de
Iévidence sensible qui vient bouleverser le cours logique du
raisonnement, d’instauration dun nouvel ordre gouverné par
des regles explicites, fixées par un esprit libre et souverain.
Nous tenterons dans ces lignes de nuancer cette vision ct de
prouver qua lexpérience naive se substitue une autre
expérience. Pour cela, nous suivrons partiellement Jean
Cavailles, héros de la Résistance fusillé par les nazis en 1944,
philosophe de T'entre-deux-guerres et figure emblématique de
I'Ecole normale supérieure, dans sa these principale de 1938 :
Meéthode axiomatique et formalisme (7). Dans cet ouvrage, a
propos du formalisme, Cavailles écrit: «Si les habitudes
mémes de pensée doivent étre abandonnées, le substitut de
Iévidence intuitive sera cette évidence sensible particuliere que
constitue laperception des symboles.» (8) Comme on le
constate, introduire des symboles, et faire de leur étude l'objet
des mathématiques ne dispense pas dune référence a une
forme de sensible. Cest cette phrase que nous allons tenter
déclaircir.

Le formalisme, pour Cavailles, est justifié, tout
simplement, par une réflexion objective sur le travail
mathématique. Dans la these de 1938, il commente la
conférence que le mathématicien allemand David Hilbert
donne en 1900 au Congrés international des mathématiciens, a
Paris, «Sur les problemes futurs des mathématiques » (9),
conférence au cours de laquelle Hilbert consacre quelques
instants a I'étude du signe mathématique. Le signe, c'est tout
autant le signe analytique — le symbole quon emploie dans
une formule — que la figure de géométrie. Et cest un fait, le
mathématicien ne pourrait se passer de ces signes. Non
seulement, ils sont nécessaires pour rendre communicables les
résultats et leurs démonstrations, mais ils sont aussi un guide
indispensable pour le mathématicien qui, des quun probleme
se présente, se livre a de «rapides, inconscientes, dailleurs
provisoires combinaisons » (10). Au cours dune conférence,
d’un an postérieure a la publication de la these, a la Société

francaise ~ de  Philosophie, intitulée «la  Pensée
mathématique » (11), Cavailles définit l'expérience « un systeme
de gestes régi par une regle et soumis a des conditions
indépendantes de ces gestes » (12). Nous reviendrons souvent a
cette définition, nous nous contenterons de noter quelle
explique que Cavailles voie en les signes de Hilbert une
« possibilité d’expérimentation » (13), autrement dit,
grossicrement, louverture dun nouveau champ de
manipulations pour le mathématicien. Les signes de ce champ
sont soumis a des regles demploi qui expliquent quelles sont
les manipulations admises, sur quels signes, quelles sont leurs
propriétés les uns par rapport aux autres. Ce champ a deux
fonctions : d'une part, celle de garantir les résultats qui, sils ont
ét¢ obtenus par des manipulations conformes, sont
indubitables, dautre part, celle détre une source prolixe de
création, dinspiration pour le mathématicien qui se laisse
guider par ces regles en vigueur sur les signes, et découvre
presque inconsciemment des résultats. Selon Cavailles, les
signes, munis de regles demploi, forment un «espace
combinatoire », «espace abstrait avec autant de dimensions
quil y a de degrés de libert¢ dans l'opération concréte et
imprévisible de la combinaison » (14). Dans cet espace, le
mathématicien peut produire des gestes qui constituent
précisément  Texpérience  mathématique. Cet espace
combinatoire est autonome: pour exister, il na pas a se
revendiquer issu de l'expérience empirique humaine. C'est dans
cet espace que le mathématicien opére; et, une fois dessinées
les regles demploi des signes, sa démarche devient
expérimentale, au sens que donne Cavailles.

Interrogeons maintenant les rapports entre I'espace
combinatoire form¢ de signes et T'espace primitif sous-jacent,
lespace formé des objets du monde réel. e mathématicien
réalise des expériences sur lespace combinatoire. Le
considérer comme le pendant idéel de l'espace primitif serait
abusif. Les signes ne sont en effet pas des idées pures, des
entités intellectuelles indépendantes, et nous savons que
Cavailles réfutait le platonisme mathématique (15). Le propre
d'un signe, cest de signifier, et, donc, de se rapporter a un sens.
Ainsi, 'espace combinatoire reste ancré dans I'espace primitif,
et des relations telles que en haut, en bas, avant, aprés, qui
avaient cours dans 'espace primitif, servent encore a décrire
l'espace combinatoire. Le signe se trouve donc au confluent
entre matérialité et intellectualité. Il comporte deux facettes.
La premicre est sensible : il est un symbole matériel dessiné sur
une feuille. La deuxiéme facette est intellectuelle : il contient les
regles demploi qui assurent et garantissent le raisonnement.
Ces deux facettes ne sont pas sans rapport, selon Hilbert, qui
demandait en effet que les symboles fussent choisis «de
maniere quils nous rappellent les phénomenes qui ont été a
lorigine des nouvelles idées» (16). LLa forme donnée au
symbole doit donc, au moins, sadapter a l'usage mathématique
de ce symbole, au mieux, rappeler la régle demploi quil
contient. Selon Cavailles (17), la face sensible du symbole est
source de création pour le mathématicien : il peut expérimenter
dans un monde qui lui est familier, dans lequel les regles
combinatoires qui régissent les signes donnent naissance a des
regles qui sexpriment en termes matériels, empiriques. Par
exemple, pour poser une addition, on peut donner une regle en
termes concrets : « poser » les nombres I'un «en dessous » de
lautre, «placer» la retenue «au-dessus» du chiffre des
dizaines... Quant a la face intellectuelle du signe, précisément



sa regle demploi, elle est la garantie de la validit¢ du
raisonnement, cest elle qui permet demployer le signe dans
une démonstration (et qui assure de la valeur logique des
procédés empiriques sur les symboles décrits par les regles
demploi pratiques). Ainsi, en géométrie, puisque les figures
sont aussi des signes, les regles demploi définissent un
ensemble de possibilités de gestes dans I'espace combinatoire
formé des droites, cercles, et autres, de la figure. L'une d’entre
elles, par exemple, précise que deux droites non paralleles ont
exactement un point commun. Le symbole matériel choisi, la
ligne droite, est celui dont la forme rappelle le mieux la regle
combinatoire que nous avons évoquée. Cette regle
combinatoire donne naissance a une régle pratique: «il est
permis, étant donné deux droites, de marquer dune croix le
point de la feuille ot les traits qui les signifient se coupent ». Le
mathématicien peut expérimenter a deux niveaux: sur la
figure, comme un enfant qui apprend la géométrie, ou dans
l'espace combinatoire ou son geste a valeur de preuve et fait
appel a la raison.

L’introduction du formalisme en mathématiques et,
en particulier, du signe, entité a deux faces, mi-sensible, mi-
intellectuel, donne lieu a une catégoric de procédés
expérimentaux singuliers qui consistent en un ensemble de
gestes dans le champ combinatoire, comme dans le monde
primitif. La formalisation ramene le mathématicien au sensible,
qui devient facteur de nouveauté, de fécondité. Ia premiére
dimension expérimentale des mathématiques consiste donc en
un double geste sur les signes : combinatoire et sensible. Cela
considéré, en prenant maintenant le terme dexpérimentation
dans un sens plus ordinaire (épreuve dune loi générale a I'aune
de cas particuliers), nous envisageons une deuxieme dimension
expérimentale dans les mathématiques, qui, cette fois-ci, ne fait
jamais allusion aux objets du monde. On peut faire l'expérience
de résultats mathématiques dans les mathématiques elles-
meémes.

Lorsquun mathématicien souhaite démontrer une
formule, un théoreme de géométrie, ou tout résultat de sa
théorie, il nest pas rare quil
commence par examiner des

exemples. Les résultats
mathématiques concernent
généralement une vaste

catégorie dobjets, auxquels ils
reconnaissent des  propriétés
communes. L'expérience
consiste alors a choisir des
représentants particuliers de la catégorie d'objets en question,
et a vérifier quiils possedent bien la propriété. Formellement, si
le théoréme est « quel que soit x appartenant a l'ensemble E,
P(x) », Texpérience consiste a choisir x appartenant a E, un
élément particulier, et a vérifier P(x). Pour reprendre la
terminologie précédente, nous ne quittons pas lespace
combinatoire: Iélément arbitraire x, tout comme le
représentant particulier x choisi, sont des signes dun méme
espace combinatoire. Ils sont donc soumis aux mémes regles
d'emploi. Mais le représentant x posseéde quelque chose de
plus que Iélément arbitraire x: des regles particulieres de
l'espace combinatoire sappliquent a lui, a I'exclusion de tous les
autres éléments, en sus des regles générales. Par exemple, si x
est un nombre arbitraire, et que x est le nombre 2, X est soumis
a une regle demploi supplémentaire, celle qui affirme que

« Choisir un élément particulier d'un
ensemble, c’est ajouter des regles
supplémentaires aux regles d’emploi
générales de I'espace combinatoire
associ€ a cet ensemble. »
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2.a=a+a pour tout nombre a. Choisir un élément particulier
dun ensemble, cest donc ajouter des régles supplémentaires
aux régles demploi générales de Iespace combinatoire associé
a cet ensemble. Ces regles supplémentaires offrent des
potentialités de gestes plus importantes, de sorte que le
mathématicien a plus de chances de mener a terme sa
démonstration.

Si particulariser, cest ajouter des regles aux reégles
demploi générales de la théorie, généraliser, cest en oter. Le
processus expérimental que nous avons évoqué présente alors
un intérét plus grand que la simple vérification — il fait plus
que persuader le mathématicien qu’il est sur la bonne voie. Il
peut l'aider a déterminer, parmi les regles demploi, celles qui
sont nécessaires a ses preuves, et celles qui sont contingentes.
Le cas particulier lui donne la trame initiale de sa
démonstration (et il particularise le probleme initial jusqu'a ce
que lensemble des regles dont il dispose fasse naitre en lui
l'idée de la démonstration), il ne Iui reste plus alors qua tenter
de supprimer dans les démonstrations particulieres les
références aux regles d'emploi ajoutées. On pourrait opposer a
cela que, des lors que I'ensemble E que nous évoquions au
paragraphe précédent n'est pas défini en compréhension (cest-
a-dire quil n'est pas décrit comme l'ensemble des éléments
vérifiant une certaine propriété), mais en extension (on donne
la liste de ses éléments sans énoncer de propriétés communes),
notre définition de Texpérience par particularisation tombe en
dé¢faut, faute de regles demploi générales. Nous répondrons a
cette objection par deux remarques. La premicre, cest que le
regroupement d’éléments dans un ensemble E, dans l'exercice
courant, correspond a une intention épistémique, et quil
concerne donc des objets de méme nature qui ont des
propriétés communes. La seconde, plus constructive, cest que
nous demandons dans le cas d'un ensemble E en extension que
Ton prenne alors pour régles demploi générales exactement
toutes les régles communes a tous les éléments de I'ensemble.
Et que si ces régles n'existent pas, la propriété¢ P(x), pour un
élément x arbitraire dans E, est un non-sens, puisque rien ne
permet de la considérer pour chaque x. Clest justement parce
que des regles demploi générales existent, sans quaient été
envisagés  tous  les  cas
particuliers, que démontrer des
résultats s'appliquant a toute une
catégorie dobjets est si difficile.
Car tous les objets de I'ensemble
sont parfaitement déterminés,
mais leur détermination ne soffre
pas a nous. Nous savons quil
existe une infinit¢ de nombres
premiers et qu’ils sont bien définis, nous sommes capables d’en
donner des propriétés générales, et les regles demploi qui
accompagnent les signes des nombres premiers, mais nous
sommes bien en peine dénoncer toutes les déterminations
particulieres du milliardiéme nombre premier.

L'expérience par particularisation en mathématiques
est tres différente de l'expérience sensible du physicien. Outre
le fait qu'elles n'ont pas lieu dans le méme espace (combinatoire
pour T'une, primitif pour l'autre), elles n'ont pas la méme valeur
logique. L'expérience physique est une preuve de la propriété
générale, tandis que lexpérience mathématique par
particularisation n'est quun outil de vérification et une source
d’inspiration pour une démonstration générale, reposant sur les
regles générales, qui devra étre énoncée. Par ailleurs, T'objet
avec lequel le physicien réalise 'expérience, la balle qu’il lance
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pour vérifier la loi sur la chute des corps par exemple, nest pas
un objet particulier épistémiquement, comme celui du
mathématicien. Quand celui-ci choisit 2 au lieu de ¥, il ajoute
des regles demploi, ce qui modifie son regard épistémique.
Lorsque le physicien lance la balle, au contraire, toutes ses
déterminations autres que sa masse
(couleur, rotondité....) sont considérées
comme contingentes, et, légitimement, le
physicien, estime quelles n'interviennent pas
dans Iénoncé de sa loi sur la gravité.
Admettons quiil sagit la du bon sens le plus
¢lémentaire, que Iégitime la séparation de la
physique en branches bien distinctes qui
étudient les corps, chacune selon un critere,
et qui justifie que l'on puisse faire fi de la
couleur quand on ¢tudie la dynamique. Le
physicien vérifie sa loi pour différentes
valeurs de la masse de la balle, et peut
conclure quelle est vraie pour toute valeur
de cette masse, en vertu d'un principe de continuité reposant
sur la croyance en un monde rationnel. [.a méme croyance en
un tout cohérent explique un mouvement comparable en
mathématiques, qui a conduit, et conduit encore les savants a
se pencher durant des siecles sur des problemes dont la
solution, grace a I'étude de nombreux cas particuliers, parait
presque assurée, mais manque encore de preuves. Ce fut le cas
du théoreme de Fermat, et, aujourdhui encore, de Ia
conjecture de Goldbach (18). Mais Texpérience par
particularisation reste avant tout un auxiliaire pour le
mathématicien. Elle peut avoir une place dans un
raisonnement, sans jamais remplacer une preuve générale.

Les lignes qui précedent ont mis en évidence que la
pratique mathématique ne saurait se défaire de procédés
dynamiques quon peut qualifier dexpérimentaux. Nous avons
distingué plusieurs niveaux dexpérience, a la source, ou
constitutifs du travail du mathématicien : I'expérience sensible
antécédente, I'expérience combinatoire sur le signe, qui ramene
au sensible, et enfin, I'expérience par particularisation. Nous
voulons maintenant montrer que ces expériences ne sont pas
incommensurables les unes aux autres. Bien que différentes,
elles sont unies parce quelles procedent toutes dun méme
systeme de gestes...

Phénoménologie de I'expérience mathématique

L'étude systématique de Texpérience mathématique
nécessite d'abord de répondre a la question ontologique : quels
sont les objets que le mathématicien ¢tudic? Dans sa

conférence «la Pensée
mathématique », Cavailles
propose une solution

phénoménologique (19), que
nous présentons dans ce
paragraphe. Rappelons que
Cavailles refuse le platonisme
mathématique (20), cest-a-dire
quil estime que rien, dans la pratique mathématique, ne
conduit a penser des objets mathématiques en soi, autonomes
et préexistant a l'activit¢é humaine, dont nous ne ferions que
percer les mysteres par la pensée. Au contraire, il faut envisager

« Les mathématiques étendent Tobjet.
I'expérience, de nouveaux champs
apparaissent, ce sont les champs de
signes, signes qui font partie d'un
espace combinatoire. »

une méthode qui est presque celle dun naturaliste, sans parti
pris philosophique, étudier la pratique mathématique, de ce
qui la fait naitre a ce qui lui permet de saccomplir dans toute
son envergure, et comprendre quels sont les procédés mentaux
dans l'esprit du mathématicien au travail, de quelle maniere son
rapport ¢épistémique au monde se trouve
transformé  par  Iémergence de la
mathématique, pour avoir l'espoir de cerner
les contours de I'objet mathématique. Il faut
donc mener une sorte dhistoria. A Torigine,
le monde se donne a nous comme un champ,
d'abord comme un champ dimpressions
vécues, par la sensibilité, puis, une fois que
Ientendement a synthétis¢ ces impressions
vécues, comme un champ de synthéses. Sur
ce champ, le geste naturel, celui qui consiste a
manipuler un objet, est le procédé
d’expérience ordinaire, commun a tous,
mathématicien ou non. Les mathématiques
étendent T'expérience, de nouveaux champs apparaissent, ce
sont les champs de signes, signes qui font partie dun espace
combinatoire. Cet espace combinatoire approfondit I'espace
primitif, en lui donnant des contours mathématiques, et en le
subsumant pour ainsi dire sous Iui. e mathématicien
nenvisage plus que l'espace combinatoire et son expérience est
un geste sur les signes de cet espace. Jusqua présent, l'enquéte
rejoint ce que nous présentions plus haut. Cependant, sarréter
la serait obturer le fait que le mathématicien, au cours de sa
réflexion, a le sentiment de saisir une entité supplémentaire,
pas seulement un signe, une entité qui lui parait réelle, mais
demeure partiellement étrangere. Clest cette impression qui est
a lorigine du platonisme, sans aucun doute. Et rejeter ce
platonisme, ce n'est pas ne pas prendre en compte c¢ qui en a
été la source. Il semble que le mathématicien demeure in fine
dirigé par ce que Cavaillées nomme une objectité transcendante
et extérieure. Il est clair que Cavailles réemploie ici le
vocabulaire de la  terminologie = phénoménologique
husserlienne (21). Pour un rappel sommaire, Husserl distingue
trois plans dexpérience: le plan du vécu contient la hylé
(sensation ou impression vécue) et les noéses (actes
intentionnels de jugement par exemple). Ce plan du vécu
appelle comme corrélat le plan du noéme et du sens. Le noéme
est déja l'objet, mais percu en tant que percu, intentionné en
tant quiintentionné, avec toutes ses déterminations subjectives
(il est percu, il est souvenu) et objectives (de différents cotés,
points de vue, de différentes colorations...). En éliminant les
déterminations subjectives du nocme, on obtient le sens, qui
est le noyau du noeme établissant la référence a l'objet qui, Iui,
évolue dans un troisieme plan, le plan de lobjet. 11 est ce qui se
maintient sous la multiplicité des no¢mes, et n'est jamais percu
directement. Il est le but de la perception, et le sens est la
médiation entre la perception et
Celuici est donc
intentionnel chez Husserl.
L'objectit¢  introduite
par Cavailles est clairement un
objet intentionnel. Il ne se donne
donc pas immédiatement au
mathématicien, et, en particulier,
toute expérimentation sur Iui est impossible. Il ne peut étre
lobjet mathématique, Tobjet des mathématiques, celui
quétudient les mathématiciens, car cet objet est davantage une
néeessit¢ logique et ontologique quun objet de connaissance.

e



Le signe, cependant, n'est pas un meilleur candidat. Il reste
trop attaché au sensible, trop indéterminé, et, par définition, il
en appelle a autre chose quil est nécessaire que le
mathématicien puisse connaitre — sinon le signe serait un
symbole vide de contenu, un indéterminé ontologique.
Cavailles soutient que les mathématiques portent sur les sens
plutot que sur les objectités. Le sens est latent dans le champ
d’expériences combinatoires, il est ce a quoi se rapporte le
signe, il est le corrélat immédiat des éléments de l'espace
combinatoire, de méme que le sens — au sens de Husserl — est
le corrélat de l'espace primitif. En géométrie, le signe « droite »
est le trait tracé sur la feuille, doublé de regles demploi. Si la
géométrie n'est pas un jeu vide de contenu, si les regles
d'emploi sur ces signes ne sont pas de simples conventions
arbitraires, en un mot, si le signe n'est pas sans signifi¢, cest
parce quil en appelle a un sens « droite » qui est la forme exacte
percue sous le signe, qui justifie les regles demploi, et qui est
lTobjet de la théorie géométrique. Ce sens est parfaitement
connu du mathématicien, qui en maitrise tous les aspects, et
sur lequel il peut faire des raisonnements. Mais, ce faisant, il
vise une objectité « droite » qui n'est pas un objet d’étude, mais
qui en est le complément nécessaire, et pourrait expliquer la
part d’ineffable inhérente aux mathématiques.

On peut donc remarquer, avec Pierre Cassou-
Nogués dans son livre De lexpérience mathématique (22), que
le mot «objet » se dit en deux sens. I1 désigne a la fois Tobjet
immanent, et Tobjet intentionnel. Llobjet intentionnel, cest
lobjectité, entit¢é mathématique seulement visée. L objet
immanent, cest lobjet quétudie effectivement le
mathématicien, il est un sens, et c'est a travers ce sens quest
visée lobjectité. Les objets immanents sont donc les termes de
l'acte du mathématicien. Ils forment un plan autonome, latent
dans le plan des signes qui, lui, donne lieu a une
expérimentation sensible. ILa question ontologique apparait
ainsi résolue. L.a mathématique, au confluent entre sens et
objectité, fait évoluer les sens, en les approfondissant. I.'acte
mathématique est alors une opération qui saccomplit sur ces
sens, et qui appelle sans cesse a les réviser. Chaque jugement
prédicatif enrichit les sens, ou, plus exactement, substitue aux
sens existants des sens dun niveau supérieur qui permettent
denvisager la méme objectité, mais avec plus de transparence,
et qui, en méme temps, clarifient les sens des niveaux
inféricurs. Lobjectit¢ demeure
sous cette révision des sens, c'est
toujours la méme qui est visée
par des sens de plus en plus
transparents. Pour finir, notons
bien que cette objectité n'est pas
du tout la forme platonicienne.
Principalement, parce quelle ne préexiste pas aux
mathématiques, elle n'est pas le paradigme des sens mais plutot
leur complément logique, ontologique, qui n'existerait pas sans
euy, et qui garantit la stabilité du visé derriere la multiplicité
des moyens de viser. Lobjectit¢ succede au sens, elle n'est en
rien un modele.

L'objet mathématique est donc immanent. Il est
formé de sens, latent dans le champ des signes mathématiques.
Le mathématicien opere sur ces sens, en les révisant
perpétuellement, tout en visant une objectité transcendante,
terme final de son acte. Ce faisant, il écrit aussi des
démonstrations relatives a ces sens. Décrire les processus
permettant I'analyse des formes de démonstration parait donc

« L’acte mathématique est une
opération qui s’accomplit sur les sens,
et qui appelle sans cesse a les
réviser. »
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indispensable.

Dans un ouvrage posthume, Sur la logique et la
théoric de la science, Cavailles distingue (23) deux processus
qui dégagent dune opération ce quiil nomme encore un sens,
cest-a-dire un terme abstrait moins intuitif que l'opération de
départ. Le premier de ces processus est la paradigmation.
Toute opération mathématique est singulicre, elle seffectue
dans un champ déterminé et sur des sens déterminés. Mais
toute opération mathématique est également susceptible de
donner lieu a une généralisation. LLa paradigmation revient
alors, dans lopération, a éliminer les sens singuliers, les
contenus déterminés, pour les remplacer par des sens abstraits
ou par des potentialités de contenu. LLa paradigmation élimine
les contenus contingents pour dégager une structure ou les
«déterminations dactes » sont remplacés par «la place vide
pour une substitution » (24). Le paradigme est donc un schéma
«atrous », les trous étant destinés a étre remplacés par des sens
mathématiques singuliers, mais la structure possédant une
cohérence logique universelle. Ce processus de paradigmation
est naturel, il est méme, sclon Cavailles, «coextensif a
I'enchainement démonstratif » (25), cest-a-dire que la structure
générale se dessine dans tout raisonnement particulier, dun
seul et méme geste. L.e méme acte du mathématicien est cause
simultanée dun raisonnement particulier et dune
paradigmation : « par la seulement est possible la polymorphie
dans Tlunique enchainement rationnel» (26). Les
mathématiques comportent ici un principe interne dévolution :
les paradigmes forment de nouveaux plans d’expérimentation.
Les opérations dans ce plan conditionnent alors de nouveaux
paradigmes, dans un mouvement de «fuite indéfinie vers le
sens ». Un «décrochage [est] opéré a chaque suppression de
singularit¢ » (27), mais la pensée conserve toujours la méme
visée qui est lobjectité.

Un retournement se produit alors, lorsque la pensée
se focalise sur ces opérations elles-mémes. « La pensée ne va
plus vers le terme crée mais part de la facon de créer pour en
donner le principe par une abstraction de méme nature que
lautre mais dirigée transversalement.» (28): cest Ia
thématisation. l.es opérations qui visaient les objets
deviennent ellessmémes un champ dobjets sur lequel
saccomplissent des opérations. LLa thématisation se retourne
en quelque sorte sur Topération,
étudiée en tant que telle, dont il
faudra déterminer les tenants et
les aboutissants. Par exemple,
l'addition est rendue par la
paradigmation «indifférente aux
nombres, lettres ajoutées [et]
devient [...] addition abstraite », puis, la thématisation « donne
les lois d'associativité¢ et de commutativité » (29) — de sorte
quelle donne naissance au groupe, par exemple, a partir des
additions et multiplications ordinaires. LLa thématisation fait
naitre en quelque sorte une science de l'opération. Ses objets
détude sont les opérations sur lesquelles peuvent étre
accomplis des gestes, qui permettent de saisir la signification
de l'opération. Elle a donc une fonction réflexive : lopération ne
se connait pas elle méme, et il sagit, par la thématisation, de la
saisir pour soi, comme principe créateur. La paradigmation
introduit donc un systeme formel dégageant la structure, ct la
thématisation donne naissance a une forme de méta-systeme.

LLa paradigmation et la thématisation sc combinent
pour former la logique. La logique, ce n'est pas seulement la
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paradigmation, cest-a-dire pas seulement la découverte des
structures, quon prendrait comme données, sans retour sur
clles et sans recherche de conditions générales de validité de
ces structures. La logique réclame un retour sur ces structures
qui doivent constituer pour elle un champ d’expérimentation.
La thématisation détermine les regles des structures, les regles
des démonstrations, par un mouvement réflexif sur lopération
et sur ses conditions. La logique, sauf a supposer les opérations
transparentes a elles-mémes, ne peut se passer de la
thématisation. Cavailles explique ainsi que la logique classique
omet cette seconde dimension de la logique : « dans la mesure
ou elle se confondrait avec le syst¢tme de tous les formalismes
possibles, [la logique] absorberait, au lieu de canoniser, la
totalité des démonstrations » (30).

Ces ¢léments dontologic mathématique et ces
théories sur la logique étant exposés, étant admise cette
définition de l'acte mathématique entre sens et objectité,
comportant en lui-méme de quoi dégager par paradigmation la
structure des opérations, et appelant un retour réflexif par la
thématisation, il reste a donner une définition de I'expérience
mathématique qui, se basant sur cette conception de l'acte
mathématique, fasse I'unité entre les processus expérimentaux
que nous avons évoqués dans la premiere partie de cet article.

Pour cela, nous reprenons les propos tres explicites
de Pierre Cassou-Nogues dans De [expérience mathématique
(30. 11 propose tout dabord de définir Texpérience
mathématique comme un double systtme de gestes,
«opérations dans des théories, constructions dans des espaces
combinatoires ». Dans l'introduction (32) du méme ouvrage, il
nomme ces gestes respectivement « geste opératoire » et « geste
combinatoire ». Le geste, écrit-il, reprenant la terminologie
kantienne, est « une synthése réglée sur un divers », les gestes
combinatoires sont donc des synth¢ses sur les signes ct les
gestes opératoires des syntheses sur les sens, objets immanents
des mathématiques. Il détermine ensuite T'expérience
mathématique dans une triple problématique. Dans la
problématique de /expression, «les théories sont latentes dans
les espaces combinatoires, et lopération se fait par
empiétement dans le geste combinatoire » (33). Lexpérience
est alors un mixte entre geste combinatoire et geste opératoire.
Dans la problématique de la réflexivité, les opérations sont des
idées productrices de «conscience» par paradigmation et
thématisation. Enfin, dans la problématique de la référence a
lobjet, Texpérience offre la possibilité dune révision des sens
sensibles, approfondis par les
sens mathématiques, tout en
visant  toujours la  méme
objectit¢. Lunit¢ de ces trois
formes d’expérience
mathématique est assurée par
celle de l'objectité visée. Quelle que soit la problématique avec
laquelle I'expérience est abordée, il demeure que cest la méme
objectité, mais sous différentes dimensions, qui est le terme
dernier, a la fois logique et ontologique du mathématicien.
Lauteur parle dobjectité multidimensionnelle.

L'unité entre ces trois formes d’expérience est encore
plus profonde quenvisagé. Il ne sagit pas de trois expériences
différentes, mais bien dune seule expérience, l'expérience
mathématique, mais abordée selon trois problématiques
différentes. Trois problématiques qui, selon nous, sappellent
mutuellement. D¢ja, la référence a l'objet est une nécessité

« Chaque dimension de I'expérience,
expressive, réflexive, référentielle,
appelle les autres. »

logique pour fonder les deux autres problématiques:
Topération se fait en visant l'objectité qui sert de guide a l'esprit
du mathématicien. I'ancrage du signe mathématique dans le
sensible — source de fécondité, nous l'avions noté — n'est pas
suffisant. Premierement, parce que manipuler un signe, ce n'est
pas faire une expérience mathématique, mais plutot une
expérience sensible qui a un sens mathématique.
Deuxiemement, parce que I'expérience se limiterait alors aux
signes et aux regles demploi déja introduites par le
mathématicien. Elle permettrait la création, dans un univers
clos, de méme que la connaissance de I'alphabet et des regles
de grammaire permet la création dans un monde clos quest le
langage. La possibilit¢ dintroduction de nouveaux signes et de
nouvelles regles, qui ouvre, seule, un champ dexpériences
illimité, en composition et en mouvement, est garantie par
Tobjectité. A Tinverse, la réflexivit¢ appelle la référence a
Tobjectité, les processus de paradigmation et de thématisation
étant fondés par elle. Le paradigme, c'est-a-dire la « structure a
places vides », perdrait son lien avec le complexe dobjets
immanents dont elle est issue pour devenir un nouveau
complexe totalement autonome, si l'objectité¢ ne veillait. Celle-
ci est donc, a la fois, source de fixit¢ logique pour les
mathématiques et de dynamisme intellectuel puisqu'elle inscrit
les mouvements successifs produits par la paradigmation et la
thématisation dans un récit d'évolution sur lequel elle veille en
force tutélaire.

Les exemples de procédés de nature expérimentale
que nous avons évoqués dans la premicre partie sinscrivent
tout a fait dans le cadre définitionnel que nous avons dressé.
Lexpérience mathématique, dans sa problématique de
référence a l'objet, transforme et enrichit les sens sensibles, en
visant un méme objet. Cela explique le sentiment naif que les
mathématiques sont inspirées du sensible, mais aussi que le
mathématicien puisse y trouver de quoi, sinon se convaincre,
inventer voire se persuader dun résultat: les sens
mathématiques se calquent sur les sens sensibles. I'expérience
par particularisation releve dun processus inverse de la
paradigmation, lexemplification, pourrait-on dire. Le résultat
est donné sous forme de paradigme et la particularisation
consiste a combler les «places vides» de la structure
paradigmatique, par des objets idoines. En méme temps, cette
particularisation aide a mieux entrevoir le paradigme ; en fait,
elle force 1a pensée a entreprendre de nouveau le processus de
paradigmation qui I'a conduite au résultat. La particularisation
appelle et enrichit la paradigmation. Elle est aussi ce processus
qui accompagne le passage de théories « naives » a des théories
plus abstraites (de T'arithmétique
dEuclide a  Tarithmétique
moderne, ou a la théorie des
groupes), celle-la  étant  vue
comme un cas particulier de
celle-ci. La thématisation peut
alors elle-méme soffrir le secours de la particularisation, en
considérant par exemple les opérations de la théorie naive
plutot que celles de la théorie abstraite, pour mieux déterminer
les regles qui régissent les opérations. Le champ des
opérations n'est pas unique — il y en a autant que de théories
—, mais entre eux se nouent des rapports de réflexivité
analogues a ceux qui existent entre les théories. La
particularisation est donc une expérience mathématique
réflexive a but dialectique.

Les travaux de Cavailles nous ont donc permis



d'esquisser les traits grossiers d'une ontologic mathématique et
des processus permettant une analyse des démonstrations.
Lactivit¢ mathématique, en tant quelle articule sens et
objectité, est précisément une expérience. Lexpérience
mathématique désigne, comme pour Cavaillés, un « systeme de
gestes ». Ces gestes sont de nature variée, combinatoires et
opératoires. Ce qui permet de les réunir sous un méme nom
dexpérience  mathématique, cest leur unité focale,
intentionnelle en vue d’une méme objectité
multidimensionnelle. Chaque dimension, expressive, réflexive,
référentielle, appelle les autres. L'expérience
multidimensionnelle est une manifestation de la richesse et de
la diversité¢ du travail du mathématicien — qui justifie que
certains y consacrent leur vie ! Les mathématiques, résolument
expérimentales, sont alors une science en devenir, mais aussi
une pratique, jusqua devenir une sorte d'évidence...

Vers une mathématique humaine et spontanée

Les mathématiques restent toujours intimement liées
a leur évolution. Nous définissions plus haut I'expérience dans
son rapport a une objectit¢ multidimensionnelle, laquelle n'est
pas cause de fixité pour les mathématiques, puisquelle n'est pas
directement leur objet détude. Au contraire, cest lorsque
T'expérience vise cette objectité, dans plusieurs dimensions, que
les mathématiques deviennent dynamiques. I'expérience elle-
méme ¢tait vue comme un systeme de gestes, gestes
combinatoires et opérations latentes dans Tespace
combinatoire. Outre que le terme méme de « geste » introduit
une notion de mouvement, le passage incessant dun geste a
lautre — combinatoire, opératoire — est source dun
dynamisme interne qui ne se limite plus a de simples gestes,
mais rayonne en quelque sorte en une gestuclle de gestes.
Lexpérience mathématique conduit a voir dans les
mathématiques, non seulement une évolution, mais encore les
conditions de cette évolution. En effet, la réflexivité permet
d'opérer un retour sur les opérations déja mises en ceuvre, la
thématisation inscrit la mathématique dans une perspective
évolutive. Chaque étape contient les éléments néeessaires a son
propre dépassement. Les sens dune étape sont enrichis,
approfondis, précisément par la thématisation, tandis que la
paradigmation est source de
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par les problemes déja posés, dans les théories constituées (36),
ct fait de la science un objet essentiellement autonome.

Cette affirmation a un double corollaire. Les
mathématiques ne peuvent se penser indépendamment de
cette perspective évolutive : il ne faut jamais considérer la
science mathématique comme un tout achevé, Tlobjet
immanent du mathématicien comme une entité ne varietur, ni
croire que les théories de plus en plus abstraites, et de plus en
plus générales, puissent se substituer totalement aux théories
naives. Ces derni¢res ont bien entendu une utilité
pédagogique, car cest grace a elles que l'esprit de celui qui
apprend les mathématiques est en mesure de refaire le
cheminement qui a conduit la pensée au point ou elle se situe
maintenant. Les théories naives enrichissent les théories
abstraites, dans une espéce de mouvement intellectuel « retro-
réflexif » : Topération dans la théorie naive comporte de quoi
nourrir une réflexion sur l'opération de la théorie abstraire, et
pas seulement Tlinverse. Comprendre Thistoricit¢é des
mathématiques pour celui qui les étudie est aussi une exigence
sil veut lui-méme inscrire son travail dans ce devenir. De méme
que lécrivain lit ses peres, de méme, le mathématicien étudie
les mathématiques dans leur devenir pour mieux en saisir le
mécanisme dévolution interne, et pour devenir familier de
toutes les dimensions de Tlexpérience mathématique —
paradigmation, thématisation, etc. Et ce recours, par exemple,
aux théories naives pour enseigner les théories abstraites, n'est
pas quun artifice pédagogique du maitre, la perspective est
également dialectique, et un mathématicien accompli ne
saurait se déduire de cette historicité. Ainsi, apprendre
T'histoire des mathématiques — non nécessairement lhistoire
contextuelle, en lien avec les autres arts, sciences et faits
sociaux, mais Thistoire de la pensée en tant quautonome —
apparait comme une nécessité dans I'enseignement. Cet aspect
est trop néglig¢ en France et conduit a penser les
mathématiques comme des spéculations arbitraires, sans
temporalité¢ propre. Ce nest pas seulement dommageable
pédagogiquement ; cest aussi faux, car les objets immanents
du mathématicien ne sauraient se définir sans référence a cette
temporalité. [ls sont davantage des résultants que des résultats,
des abstractions plutot que des abstraits.

Le second corollaire du devenir mathématique, et,
plus précisément, de son autonomie, cest qu’il faut abandonner
toute morale en mathématiques. Les théories modernes ne

sont pas mieuxou meilleures que

développement des théories par « Les ObthS mathématiques sont les théories anciennes — de
généralisation.  La  science davantage des résultants que des méme, pourrait-on dire, que
A 1 S \ , . \7‘ + H o ¥ S S H X
m.athemathuc est donc une résultats, des abstractions plut6t que ictor u?()nc.st pas mieux que
science en devenir: les sens ne ) Racine, méme si, sans Racine et
sont jamais pleinement des abstraits. » le théatre classique, nous

constitués, et la  pensée

mathématique senrichit de ses déploiements précédents parce
que lexpérience mathématique consiste précisément en un
retour sur ces déploiements. Dans l'ouvrage Sur la logique et la
théorie de Ia science, Cavailles va encore plus loin en faisant de
la mathématique un devenir autonome et nécessaire, un « objet
sui generis, original dans son essence, autonome dans son
mouvement» (34). Il nest pas déterminé par le sujet qui
construit les mathématiques — 'homme —, pas plus que le
devenir ne fait intervenir de causalité extérieure. Au contraire,
Iévolution est déterminée par les théories constituées elles-
mémes, le double processus d’enrichissement, réflexif et par
approfondissement des sens, est au coeur de ce « dynamisme
autonome » (35). Le devenir mathématique est donc déterminé

naurions jamais eu Hernani, et,
done, que Victor Hugo venait nécessairement aprés Racine.
La notion de progres doit étre abandonnée, ou, plus
exactement, la dimension morale quelle comporte. Si progres
mathématique il vy a, il faut entendre ce terme dans son strict
sens latin (savancer), et considérer le progres en simple
observateur, et non en juge, sans projeter de catégories morales
sur ce qui, de toute manicre, était nécessaire. Le
développement mathématique, les raffinements des théories,
lenrichissement permanent des sens visant les objectités
(méme si, dans ces lignes, nous décrivons ces processus par des
termes chargés dune teneur morale, «enrichissement »,
«raffinement ») ne doivent pas nous conduire a faire table rase
des développements antécédents, et ne doivent pas non plus
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nous conduire a une vision du travail mathématique comme
processus d’ascension quasi plotinienne. En fait, cest 1a notion
méme de mieux qui na pas de sens. Cela tient a ce que les
mathématiques, intrinséquement, n'ont pas de but, et ne sont
donc pas subordonnées a un impératif, pratique ou autre, dont
la plus ou moins bonne réalisation constituerait les termes
d’une évaluation morale. Ce qui ne veut pas dire que certains
développements de la pensée mathématique ne constituent pas
une amélioration, dans telle ou telle perspective — par
exemple, I'analyse moderne, pour la formulation des équations
en physique. Cependant l'amélioration est celle, non du savoir
mathématique lui-méme, mais plutot des retentissements quiil
peut avoir, dans un domaine ou un autre.

Les mathématiques sinscrivent donc dans un devenir
autonome qui, nécessaire a leur étude dynamique, interdit de
projeter des catégorics morales de jugement sur les
développements que connait cette science. Il ne faut toutefois
pas oublier que celui qui exprime le raisonnement
mathématique, cest Thomme, et quiil vit dans le monde.

L'expérience mathématique, dans sa définition méme,
comporte une référence au sensible. Elle porte en effet,
souvenons-nous, dans la perspective dune référence a l'objet,
sur des sens qui approfondissent et révisent les sens sensibles.
En des termes naifs, et sans que cette affirmation refléte toute
la richesse de Texpérience, nous pouvons écrire que la
mathématique se régle sur la nature. En retour, celle-ci
lenrichit également. La nature, le monde sont abordés,
envisagés au travers dun prisme mathématique qui sinterpose
jusque dans leur aperception immédiate. Ainsi, dans la balle du
joueur de tennis, je vois la sphére avant de voir la balle. De
maniere encore plus éloquente, dans la figure d'un cube dessiné
en perspective sur une feuille, je vois immédiatement le cube,
méme si la figure n'est quun ensemble de traits dencre, ou
méme si je pourrais la considérer avant tout comme une figure
de géométrie plane, et non spatiale. Le réel se trouve
finalement modifié, ou, plus exactement, doublé, par
lintroduction dune nouvelle perspective, non seulement
épistémique (le réel devient objet de science quantitative), mais
encore phénoménologique (notre perception des phénomenes
du monde est approfondie). Les sens mathématiques peuvent
méme supplanter les sens sensibles, lorsque, dans la balle de
tennis, je vois dabord la sphére. Lobjectit¢ sous-jacente se
trouve révélée, abordée sous un autre angle. I1 ne faut toutefois
pas se limiter a cette superposition des sens mathématiques sur
les sens sensibles. Les mathématiques peuvent aussi
«sappliquer».  Sappliquer, cest-a-dire  établir  une
correspondance entre les sens sensibles et les sens
mathématiques, au moyen, par exemple, dinstruments de
mesure. Ces instruments sont ceux qui, in concreto, rendent
commensurables sens mathématiques et sens sensibles, et qui
permettent une étude systématique du réel, en levant toute
indétermination sur l'objet de la science, ou, plus exactement,
en déterminant l'indétermination. Expliquons-nous. Lorsque
nous percevons, les couleurs, les formes, les grandeurs se
donnent a nous de manic¢re vague. Les instruments de mesure
les déterminent en les réduisant a des valeurs numériques, par
exemple, mais sur lesquelles demeure toujours une petite
imprécision due a limperfection des instruments de mesure,
imprécision que Ton sait circonscrire, et qui détermine les
limites de Tladéquation des sens sensibles aux sens
mathématiques. De plus, méme concrétement, il s'agit la dune

imperfection contingente, potentiellement réductible, et méme
réductible ad libitum en théoric: on peut imaginer des
instruments de mesure aussi précis que voulu. L'objet de
science, cest-a-dire I'objet, mais dans la perspective dune étude
scientifique, voit ses déterminants parfaitement déterminés.
De plus, il se trouve réduit a certains de ces déterminants —
par exemple, la masse, pour celui qui étudie la gravitation, la
forme géométrique du contour pour celui qui étudie les
frottements avec l'air, etc. —, ce qui permet, contrairement a ce
qui se passe dans le monde de la vie ou la connaissance est
toujours incomplete car les déterminants de lobjet, infinis, ne
peuvent étre pensés simultanément, d’avoir, a chaque instant,
une connaissance intégrale de Tobjet.

Nous écrivions plus haut que les mathématiques se
réglent sur le sensible du fait que les sens se situent comme
intermédiaires entre le sensible et Tobjectit¢. Nous tentons
dans ce paragraphe de préciser ce rapport de régulation. Sans
donner de définition approfondie de la logique, il est possible
de saccorder sur le fait quelle fixe des cadres, des regles, aux
opérations sur les sens mathématiques. Husserl (36) note trois
présuppositions implicites dans la logique, toutes fondées sur
I'habitude sensible. I.a premicre, cest de considérer les

jugements logiques comme aussi stables que les objets du

monde : on peut les formuler, puis les laisser, et y revenir, ils
sont aussi assurés lorsquon les retrouve que lorsquon les a
quittés. La deuxiéme, cest de considérer certaines opérations
comme néeessaires a la construction d'entités logiques comme
réitérables a l'infini, ce que permettent des expressions comme
«et ainsi de suite». Par exemple, pour définir une suite
géométrique de nombres, on choisit un premier élément, on le
multiplie par deux, puis on multiplie le deuxieme par deux, etc.
Dans le champ sensible, Topération a linfini est impossible,
certes, mais la possibilité de la concevoir intellectuellement
tient a l'existence de la temporalité, au sens commun (et que
signific «et ainsi de suite» sinon que l'on exécute le méme
geste, a des instants successifs ?). La suite formée des doubles
successifs dun nombre, de méme quun ensemble formé
déléments définis les suivants en fonction des précédents, bien
quils soient des objets mathématiques, et quils existent, en
tant quobjets immanents, en acte, sont pensés avant tout
comme le fruit de processus temporels, généralement infinis.
On sait par ailleurs que, pendant longtemps, dans un
mouvement initié par la Physique d'Aristote (37) les
mathématiciens se sont refusés a considérer linfini actuel —
cest-a-dire une collection infinie dobjets pris dans un méme
geste intellectuel comme formant un tout —, nacceptant que
l'infini potentiel, l'infini comme possibilité de compléter a loisir
une série finie. Cantor, dans les Mitteilungen zur Lehre von
Transfiniten (38), donne des explications tres éclairantes sur ce
point. Ainsi, méme la logique, qui passe pourtant par un
procédé de formalisation, recourt, en filigrane, a des notions
communes telles que le temps. Le troisieme présupposé que
note Husserl est celui du tiers exclu: la logique classique
considere les propositions comme, soit vraies, soit fausses. Les
travaux mathématiques de Godel en 1931 (39) ont montré que
cest un parti pris qui ne va pas de soi: au sein de chaque
théorie, il existe des propositions indécidables, cest-a-dire qui
peuvent étre estimées vraies ou fausses indifféremment sans
que cela remette en cause la théorie en créant une
contradiction. Ce coup porté au déterminisme mathématique
ruine le principe du tiers exclu. Voila un point, donc, ou la
logique semble se détacher du sensible. Toutefois, Godel
précise aussi que les propositions indécidables peuvent étre



décidées, dans le cadre d'une théorie plus vaste. Outre que cela
pourrait peut-étre refonder la certitude en linfinitude du
devenir mathématique, sans cesse entretenu par ces
propositions indécidables qu’il faut décider, cette possibilité de
«trancher » redonne une nouvelle légitimité au principe du
tiers exclu, et méme une 1égitimit¢ plus grande, en un sens,
puisque cest ce désir de trancher qui appellera des théories
plus vastes. D'autre part, au sein méme de la théorie ou la
proposition est indécidable, il nest pas rare que le
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Drune part, il est celui qui opere sur les mathématiques déja
constituées, en tenant compte des nomoi opératives déja en
place. Drautre part, il est celui qui fixe les nomoi opératives,
inspiré, éventuellement, par le sensible. I1 est donc l'artisan du
devenir car cest par ses opérations et le choix des nomoi quiil
déclenche I'évolution mathématique et qu’il lui donne corps en
acte. Par contre, les lois d’évolution, celles du devenir, qui sont
des lois générales, lui sont imposées. Le devenir n'est alors pas
unique, ou, plutdt, son unicité n'est pas une stricte unicité, dans

mathématicien choisisse une option ou lautre (parmi les toutes ses réalisations contingentes — qui, elles, sont
alternatives du tiers exclu : vrai influencées par le mathématicien,
ou faux), comme pour l'axiome « C’est dans ces deux actions, jeu et de sorte que  Thistoire

du choix (40) dans la théorie des
ensembles, afin de poursuivre
ses raisonnements. Il retourne
donc toujours, quitte a ce que
cela résulte dune décision
arbitraire, au tiers exclu. Ce que
nous avons montré, a travers ces
trois exemples de Husserl, cest
que les regles qui portent sur les formes des opérations
mathématiques demeurent toujours tres proches des regles qui
astreignent les opérations sur les sens sensibles. Sans doute
faut-il voir dans cet indispensable retour a la logique
«empirique », et ce malgré les logiques non binaires (41), une
double nécessité intellectuelle: il facilite les gestes du
mathématicien, dont les opérations sont soumises a des regles
qui lui sont familieres, et il conserve la référence au sensible,
notamment, dans la perspective dune application. On peut en
effet envisager que des résultats mathématiques, prouvés
abstraitement sur les sens, puissent, a posteriori, sadapter au
sensible. I'adaptation paraitrait beaucoup plus improbable
sans cette communaut¢ de reégles.

N a-t-il toutefois pas contradiction a soutenir a la
fois la thése de l'autonomie du devenir et celle de la dépendance
au sensible ? Qu'en est-il du mathématicien ? I.'autonomie du
devenir le réduit-elle a un simple exécutant ou lui ménage-t-elle
un espace de liberté ? LLa deuxieme option parait préférable.
Déja, le devenir contient intrinsequement la référence au
sensible, que ce soit dans sa définition, ou dans la réalisation
effective, car, dans les faits, les mathématiques sont nées a
partir de notions empiriques et calquées sur le sensible. La
dépendance au sensible, qui n'est pas une astreinte, mais bien
une source d’inspiration, comme nous le notions plus haut, est
donc partie intégrante du devenir mathématique. Quant a son
autonomie, elle se trouve ailleurs, dans le procédé dévolution a
partir du sensible, a partir de ce sensible-la. Dans un monde
tout autre, les mathématiques eussent été différentes. Dans
l'auto-nomie du devenir, les nomoi ne sont pas celles régissant
les opérations mathématiques — qui, elles, sont inspirées, pour
simplifier, du sensible — mais les nomoi du devenir lui-méme,
les nomoi de la paradigmation, de la thématisation, de
Tenrichissement des sens, qui, elles, sont propres au devenir
mathématique. Dé¢s lors, la liberté du mathématicien a la tiche
se situe, nous I'aurons compris, non dans le choix des nomoi du
devenir, mais dans celui des nomoi réglant les opérations.
Autrement dit, la these de 'autonomie du devenir ne doit pas
nous amener a soustraire les mathématiques au mathématicien,
et a réduire le role de ce dernier a celui de simple observateur
d’un devenir auquel il ne participerait pas. Bien au contraire, le
mathématicien est partie prenante de ce devenir, dont il influe,
non les lois de fonctionnement, mais les réalisations
contingentes. Le role du mathématicien est au moins double.

composition, que s’expriment
I'inventivité, l'originalité, la
singularité du mathématicien qui,
sous l'unité thématique, rendent
imprévisibles les réalisations
singulieres du theme. »

mathématique effective aurait pu
¢tre autre —, mais une unité
générale que nous nommerons
unité thématique, par analogie
avec l'unit¢ du théeme dans une
symphonie musicale, theme qui
se déploie dans des réalisations
multiples, mais qui conserve,
sous cette multiplicité, une unité. Poursuivant lanalogie
musicale, nous prétendons que le travail du mathématicien
comporte deux faces. La premicre, cest celle du jeu, qui
consiste précisément en les opérations sur les sens déja
constitués dans les théories en place. Le jeu est une pratique
analogue a celle de la musique, qui consiste a faire entendre la
partition déja écrite. L.e mathématicien apporte sa touche
personnelle comme Tinterprete, en inscrivant sa pratique dans
les nomoi opératoires (la partition) déja en place. LLa deuxieme
face, cest la composition, qui consiste, si les mathématiques
sont un théme imposé, comme dans les 32 variations en do
mincur de Beethoven, a en choisir les notes, cest-a-dire a
choisir les nomoi opératoires, celles du devenir étant déja fixées
(cest le theme). Clest dans ces deux actions, jeu et
composition, que sexpriment [linventivité, Toriginalité, Ila
singularit¢ du mathématicien qui, sous l'unité¢ thématique,
rendent imprévisibles les réalisations singuli¢res du theme.

Les mathématiques, quoique les termes généraux de
leur évolution soient autonomes, ne sont pas une construction
détachée du monde, et encore moins de celui qui les «fait ».
L'expérience mathématique doit étre comprise comme une
pratique a deux faces, résolument humaine. Comme toute
pratique, elles développent un sentiment d’habitude, rendant
certaines opérations évidentes au mathématicien, ce qui facilite
son raisonnement, et lui permet de devenir familier des objets
quil manipule.

Que, comme nous lavons déja noté, les
mathématiques soient une pratique sillustre parfaitement dans
le sentiment d’habitude, de familiarité, qui émerge chez le
mathématicien lorsqu’il accomplit des expériences sur les sens
mathématiques, lorsquiil met en forme certains raisonnements,
ou lorsqu’il percoit I'objectité toujours sous un méme angle. Ce
sentiment d’habitude, pour une part, est commun a toutes les
pratiques, de la plus triviale a la plus noble, cest un phénomene
naturel lié¢ a la mémoire, qui est davantage celle dune gestuelle
ou dune opération, impliquant un sujet qui accomplit une
sorte d’ceuvre, que celle dune simple succession intellectuelle
de propositions. Les relations mathématiques, plus que de
simples liens de causalité, sont des liens opératoires, qui
sinscrivent dans une dynamique humaine en facilitant
l'apprentissage. De fait, l'habitude mathématique n'est pas une
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limitation pour lesprit du mathématicien, mais plutot une
béquille indispensable, parce quelle le soulage en lui
permettant d'accomplir certains gestes « sans y penser », mais
aussi parce que cette habitude peut étre une source
d’inspiration pour la constitution d’autres gestes, introduits soit
en conformité, soit, au contraire, en opposition a cette
habitude — en modifiant un point du raisonnement, une étape
du geste, pour «voir » ce que cela implique, la encore, dans une
perspective thématique dexpérimentation sur les gestes eux-
mémes. Tout cela est partagé, pourrait-on opposer, par bon
nombre de pratiques. La pratique mathématique a ceci de
spécifique que cette habitude
parvient a créer une sorte
d’esthétique mathématique. Tel
raisonnement, tel geste, est
ressenti comme probablement
valide, tel autre non (ce qui ne
dispense pas, bien entendu,
dune preuve argumentative),
simplement parce que celui-la, et
non celui-ci, se conforme a
I'habitude. Ce jugement de
validité ~ probable, nous le
comparons au jugement esthétique chez Kant, parce que tous
deux sont immédiats, ils ne nécessitent pas de réflexion
antécédente ; universels, partagés par tous les mathématiciens,
en l'occurrence ; en lien avec le plaisir ; et aussi peu argumentés
— de méme quiil est difficile dexpliquer pourquoi cette statue
est universellement belle, de méme, le sentiment de validité
probable de tel ou tel geste est de Tordre de Tlindicible. II
demeure cependant que l'habitude fait des gestes et des
opérations des processus réglés par une esthétique universelle
que, comme plus haut, nous pouvons comparer a l'esthétique
musicale, celle qui fait que telle ou telle phrase musicale
«sonne bien » universellement. Cette esthétique introduit alors
I'évidence dans le champ de la mathématique: tel résultat,
méme non démontré, peut étre pensé comme assuré par le seul
jugement de validit¢ probable, et cette convenance fait
consensus. Cela ne signifie pas quil devient possible de
suspendre la preuve logique du jugement; néanmoins, la
conviction peut étre assez forte pour encourager les recherches
(42), parfois longues de plusieurs siecles, en vue dune preuve,
ou méme, pour admettre, moyennant une incertitude, un
résultat « évident » si cette évidence est partagée. Cest dans le
jugement de validité probable que le mathématicien se trouve
au plus pres de son champ d'expérimentation, dans lequel il
évolue par la pensée tout aussi naturellement, et avec la méme
immédiateté, que dans le monde de la vie.

Les scientifiques qui étudient le monde développent
également une forme dhabitude, a deux composantes:
succession des phénomeénes et liens de causalité épistémiques.
La premiére composante de cette habitude est commune a
toutes les personnes qui vivent dans le monde, elle se
développe tout simplement par la constatation répétée que les
mémes phénomenes se reproduisent avec un ordre de
succession spatio-temporel toujours identique. A priori, rien ne
fait apparaitre, dans cette succession, le phénoméne suivant
causé par le précédent, cest ainsi que pour I'enfant qui vient de
naitre, le nuage et la pluie parviennent a son entendement sans
quaucun lien se tisse entre eux. En voyant, de nombreuses fois,
que la pluie suit toujours le nuage, il parvient en grandissant a
la conclusion, inductive, que la pluie est causée par le nuage.
I'habitude dessine donc des liens logiques, injustifiables sinon

« C’est dans le jugement de validité
probable que le mathématicien se
trouve au plus prés de son champ
d’expérimentation, dans lequel il

évolue par la pensée tout aussi
naturellement, et avec la méme
immédiateté, que dans le monde de la
vie. »

par l'expérience répétée, qui transforment une premicre fois le
rapport du sujet au monde, lequel apparait comme une suite
ordonnée de phénomenes. Cest méme lorsque lordre est
bouleversé que 'homme est étonné (et non le contraire, il ne
sétonne pas de lordre en vigueur), comme le remarque
Aristote (43). Toutefois 'Thomme qui étudie la nature ne sarréte
pas la. Il érige en lois physiques 'ensemble des successions de
phénomenes que T'habitude lui a fait découvrir comme causés
les uns par les autres, puis il tente de réduire ces lois a un petit
nombre de lois générales — premieres — quil prendra comme
indubitables (la loi de la gravité, les trois principes de la
thermodynamique, etc.), et a
partir desquelles il démontrera,
par un raisonnement logique
tout a fait analogue a celui du
mathématicien, les autres lois —
secondes — comme
conséquences des lois premicres.
Il substitue donc a la causalité
naturelle une causalité
épistémique, propice a la
réflexion scientifique, qui
développe un sentiment

d’habitude analogue a celui du mathématicien, et qui Iui
permettra méme de prévoir des successions de phénomenes
quil naurait jamais observées. Il peut ainsi réaliser des
expériences en pensée seulement. Il peut méme aller plus loin,
en cherchant, par la seule force du raisonnement, a prouver ou
infirmer une loi générale qu’il aurait ¢noncée, sans jamais avoir
observé la succession des phénomenes que cette loi décrit.
Cette démarche se nomme expérience de pensée. Dans
T'expérience de Galilée pour montrer que tous les corps chutent
a la méme vitesse (44), la réfutation de la these de la
dépendance entre la vitesse de chute et la masse du corps qui
chute tient a ce que, admettant cette loi de dépendance, nous
contredirions une autre loi, dune évidence indubitable, sclon
laquelle, lorsque deux corps chutent attachés, leur vitesse de
chute doit étre comprise entre les vitesses de chute de chacun
des corps séparés (de méme que lorsque I'on mélange deux
liquides, Tun chaud, et Tlautre froid, on obtient un liquide
tiede). Autrement dit, l'introduction de la loi de dépendance
dans le corpus des lois de la physique, viendrait a contredire ce
que I'habitude, et méme ici le premier niveau d’habitude, nous
fait tenir pour acquis. Lefficacité argumentative de I'expérience
de Galilée, qui persuade immédiatement le lecteur, vient de ce
quelle questionne, voire menace, ce que Ihabitude a rendu
pour lui évident, et quil tient donc pour le plus assuré au
monde. Elle est donc particulicrement rhétorique, et efficace,
puisquelle persuade le lecteur sans que le savant ait a recourir a
de longues explications. Peut-étre méme estce la une
caractéristique premicre pour quune expérience de pensée
parvienne a sa fin: quelle interpelle la raison en mettant en
doute des assertions que I'habitude lui fait tenir pour évidentes.
La pratique des démonstrations mathématiques fait
également appel a des procédés que nous pourrions, de méme,
qualifier de rhétoriques. Nous pensons la tout particulierement
au raisonnement par labsurde. Lorsque le mathématicien y
recourt, il demande a son lecteur de supposer le contraire de la
proposition quil veut démontrer, et den tirer toutes les
conséquences possibles, jusqu’a en trouver une qui remette en
cause une autre proposition quil tient pour assurée. N'oublions
pas que ce raisonnement, en termes strictement logiques, est
équivalent au raisonnement déductif ordinaire (45). Sa fin est



donc essentiellement rhétorique : présentée sous forme de
raisonnement par I'absurde, la preuve persuade beaucoup plus
facilement le lecteur. Le terme méme d’absurde ma pas été
choisi au hasard, il est volontairement frappant, parce qu’il faut
de préférence que la contradiction soit instinctivement
apparente, comme si un fou parlait. Le paradigme habituel de
raisonnement par labsurde, donné par Aristote dans les
Premiers Analytiques (46), est éloquent a cet égard, puisque
«les nombres impairs deviennent égaux aux nombres pairs »
est la précisément la contradiction, énoncée sous forme dune
proposition manifestement aberrante. Il n'est pas innocent que
ce soit ce texte que la postérité ait retenu comme canon de ce
procédé argumentatif. Pour finir,
nous aimerions montrer que le
raisonnement  par  l'absurde
présente  plusieurs similarités
avec lexpérience de pensée, telle
quon la concoit ordinairement.
On a coutume de donner trois
caractéristiques principales pour
quun récit soit une expérience de
pensée : le caractere contrefactuel, la présence dun scénario, et
une intention cognitive dans un contexte argumentatif. Nous
ajoutons un quatriéme critere, qui est celui dun conflit avec
une certitude que lesprit tient pour plus que simplement
certaine, évidente. lLa troisitme caractéristique est bien
évidemment valable pour le raisonnement par I'absurde. Celui-
c¢i présente aussi, en un certain sens, un scénario, qui est la
succession des propositions impliquées par la négation de celle
quon voulait démontrer, qui vont jusqua constituer une espeéce
de récit, souvent exprimé au conditionnel (« si la proposition B
était vraie... »). LLe scénario crée méme un effet d’attente, chez
celui qui lit la démonstration quun autre a écrite, qui se laisse
guider pour refaire les gestes sur les sens que l'auteur a déja
effectués, jusqua ce que ces gestes lui paraissent aberrants —
cest le dénouement du récit. Enfin, le raisonnement par
'absurde est aussi, en un sens, contrefactuel. C'est parce que la
preuve «naturelle » parait inadaptée (par exemple, pour
montrer quun nombre dont le carré vaut 2 est irrationnel, il
faudrait passer en revue tous les rationnels), cest-a-dire, parce
que T'expérience quon voudrait mettre en ceuvre sur les sens
mathématiques est irréalisable quon en vient a la preuve ab
absurdo. Finalement, les quatre criteres sont partagés par le
raisonnement par l'absurde et I'expérience de pensée. Il faut
comprendre quils répondent tous les deux a la méme fin
argumentative, celle de frapper le lecteur, en perturbant ce quiil
tient pour habituel, et, in fine, de lui donner, en quelque sorte,
une preuve avant la preuve. L'expérience de pensée, en général,
nest pas considérée comme une démonstration en sciences,
elle appelle une réalisation in concreto, parce que le réel reste le
crittre ultime pour celui qui étudie la nature. Mais, en
attendant la réalisation, elle peut au moins persuader, et elle le
fait d'autant micux que le conflit avec I'évidence est flagrant. En
mathématiques, le raisonnement par l'absurde a une valeur
logique. Cependant, de ce raisonnement, on retient moins la
trame argumentative a proprement parler (cest-a-dire
'enchainement hypothético-déductif, partant du contraire de la
proposition a prouver, et parvenant a une proposition fausse),
que le dénouement, cest-a-dire, lI'instant ou I'on s’écrie : « Mais
cest absurde !». Clest cet instant qui constitue, au moins
inconsciemment, la preuve, dans ce quelle a de plus spontané.
Au moment méme ot le lecteur est persuadé, il a en téte, non le
raisonnement, mais Tl'absurdité. C'est donc bien elle qui

« L’expérience de pensée et le
raisonnement par I'absurde jouent sur
le caractere évident de certaines
vérités ou de certains gestes pour
mieux persuader, en suscitant une
espéce de vision spontanée. »
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constitue une premiere preuve, antécédente a celle que fournit
le détail de la trame argumentative. Lexpérience de pensée et
le raisonnement par l'absurde jouent donc sur le caractére
¢vident de certaines vérités ou de certains gestes pour micux
persuader, en suscitant une espéce de vision spontanée.

Conclusion

L¢tablissement dune grille de lecture phénoméno-
logique des actes du mathématicien, et une approche multi-
dimensionnelle de Texpérience
mathématique,  toujours en
rapport avec la méme objectité,
mais avec des problématiques
différentes, se sont révélés
traduire particuliecrement bien la
richesse de l'activité
mathématique, et tout a fait
adaptés a son étude. La derniere
partie de Tarticle a tenté de concilier l'autonomie et la nécessité
du devenir mathématique, corollaires de notre définition de
l'expérience, avec la souhaitable inscription de ce devenir dans
une histoire humaine et dans le monde de la vie. L.a médiation
nous a conduit a distinguer les lois relatives a I'évolution du
devenir, qui sont déja données, et celles, fixées par 'homme,
qui régissent les opérations. C'est dans le choix de ces reégles, et
dans leur application, que se trouve la libert¢ du
mathématicien, que nous avons comparée a celle du
compositeur qui écrit sa partition sur un theme imposé, et a
celle du musicien qui peut interpréter la partition de plusieurs
manieres. Cette analogie entre pratique mathématique et
pratique musicale est certainement beaucoup plus riche que
nous ne l'avons laiss¢ entrevoir dans ces lignes. 1 faudrait aussi
se demander jusqu’a quel point le theme est imposé, et par quoi
exactement... Les régles du devenir, issues notamment des
processus de paradigmation et thématisation qui permettent
en effet le développement des théories, ont été dans tout notre
propos considérées comme absolues; mais seraient-elles la
traduction de constantes psychologiques, d'invariants relatifs a
la pensée humaine ? Ou bien de lois logiques absolues ? Dans
les deux cas, nous rencontrons une difficulté. Dans la premicre
hypothese, les regles du devenir deviennent, in fine, humaines,
bien quuniverselles. Dans la deuxi¢éme hypothese, il faut des
lois logiques absolues, ce qui conduit a devoir considérer une
syntaxe logique universelle, ce qui n'est, la encore, pas sans
probleme. Quoi quil en soit, faire des mathématiques une
pratique rétablit dans le raisonnement une certaine spontanéité
(comme celle du musicien), et conduit le mathématicien a faire
corps avec ses raisonnements. Des lors, les démonstrations,
lorsquelles sont verbalisées, ne sont plus seulement des
enchainements logiques, mais aussi de véritables discours,
dont Tintelligibilit¢ ou Tefficacit¢ peut tenir a des procédés
presque rhétoriques, qui tirent parti de ce sentiment dévidence
développé par la pratique mathématique. Clest le cas, entre
autres, du raisonnement par I'absurde qui, dans cette approche
dynamique des mathématiques, est a lorigine dune forme
d'attente, puis dun choc au moment ou apparait I'absurdité.

“est une des raisons pour lesquelles il est si marquant, autant
que les quatre premieres mesures de l'ouverture du 7ristan de
Wagner : apres avoir entendu les trois notes introductives au
violoncelle, suivies du célebre «accord de Tristan », lui-méme
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dissonant, on attend, inconsciemment, une résolution qui,
contre toute habitude, ne vient pas. Voila une sorte
«d’absurdité » qui ne peut manquer de retenir notre attention,
qui provoque une tension aussi mémorable et aussi alacre que
le

\

lors du déploiement de Thypothese a réfuter dans

Einleituny.

Langsam und schmachlend.
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ERSTER AUFZUG.

raisonnement par labsurde, et une impression aussi vive
lorsque la disconvenance apparait manifeste. Elle est le signe
du génie du compositeur ou du mathématicien.

Florian Reverchon

Richard Wagner.
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